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MATHEMATICS 
UBER DIE SCHURERSCHEN LINEAREN POSITIVEN 
OPERATOREN. II 
BY 
P. C. SIKKEMA 
(Communicated by Prof. R. TIMMAN at the meeting of Ootober 26, 1974) 
8. ANWENDUNGEN 
I. Als erste Alzwendung untersuchen wir eine Abanderung der be- 
kannten Bernsteinschen Operatoren B,: C[O, l] -+ C[O, l] definiert durch 
(29) W(t) ; 4 = j. 6) W -4- f (;) , 
mit x E [0, 11, f E CIO, 11, n= 1, 2, . . . . und zwar betrachten wir die Opera- 
toren Cn: C[O, l] + C[O, l] definiert durch 
(30) 
mit zE[O, 11, fEC[O, 11, x(n)Bn, n=l,2, . . . . 
Wir haben zu priifen wenn ein Spezialfall der Operatoren (1) vorliegt. 
Es ist jetzt, wie bei den Bernsteinschen Operatoren, y,(x) = (1 -z)n 
(n = 1, 2, . . .). Folglich diirfen wir b = 1 setzen. Die Beziehung (2) in Be- 
dingung 6. wird mit q&r) = 1 
f$$’ (2) =n(n- 1) ,.. (n-k+l)(-l)k(l-x)+-k= 
-nf#:~‘(z) (n L 1; k=l, . . . . n). 
Also ist m,, = n - 1. Das heiszt, dass wir wegen (2) wad (3) setzen diirfen 
(31) 
mit a(n und 
J((n)=n+a(n) (n= 1, 2, . ..) 
(32) fim m =o - . n-WC0 n 
Offenbar ist nun in (2) fl,&) unabhangig von k und von 5, weshalb wir 
statt &&x) schreiben p(n). Es gilt dann 
(33) B(n)= - & (n= 1, 2, . ..). 
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Weil die Funktion f(t) nur auf [0, 11 erklart zu sein braucht, ist sie 
auf [0, 00) stetig fortzusetzen und zwar so, dass auf [0, 00) beschrBnkt 
bleibt; man kann z.B. f(t) =f(l) (t> 1) setzen. In Satz 2 nehme man m = 1 
und damit dieser Satz anwendbar ist brauchen wir nur zu priifen ob 
auf CO, 11 
Cn((t-X)4; 2)=0(l) 
wenn n + cy). Wir wenden dazu Satz 5 an. Mit 2,&r) wie in Satz 6 
benutzt, gilt 
LEMMA 1. Far n2 1 ist 
(34) 
1 
2,0(x) = 1, Z&c) = -xoI(n), 2,&c) =nx(l -2) +zW(n), 
&3(x) =nx(l -x)(1 -2x) - 3dyl -x)7&a(n) -x%?(n). 
Far 9.23 ist 
(36) Z,,(x) = on+1 + ( - l)WoL’(n) wenn n --f c0. 
BEWEIS. Mittels des Satzes 5 berechnet man &s(x) und &s(z) un- 
mittelbar. Die Behauptung (35) folgt fur T = 3 aus (34). Wir setzen nun 
voraus dass (35) bereits fti r = 4, ‘..., r bewiesen ist und zeigen dass sie 
such fiir T ersetzt durch r+ 1 gilt. Tatslichlich folgt aus Satz 5 
&,r+1@)=@--z){ on-1 + r(n + 0r(7h))(rm’-a + ( - 1 )r-1x~-W-l(n))} 
-xa(n)(oM-l+ (- l)?cW(T&)) 
= 0m + ( - 1 )r+W+W+l(n). 
Damit ist Lemma 1 mittels vollstlindiger Induktion bewiesen. 
Auf Grund des Lemmas ist nun 
Z&(X) 
Cn((t-x)4; x) = X4(n) = 
on3 + x%4(n) 
(n+44)4 
=0(l). 
Daraus folgt, dass Satz 2 anwendbar ist und es gilt fiir jede Fur&ion 
f(t) E C[O, l] und jedes z E [0, l] 
lim C&t) ; x) = f(z). 
n+m 
Wir mijchten nun Satz 6 anwenden. In (14) schreiben wir y(n) statt 
Y&C) weil diese letzte Fur&ion nicht von x abhtingt. Aus (14) folgt dann 
(36) 
Satz 6 ergibt nun mittels (15) fiir x E [0, 11, f E C[O, l] und jedes d>O 
wegen (31), (33) und (36) 
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BEMERKUNOEN. 1. Weil f E C[O, l] besitzt f auf [0, 11 einen Stetig- 
keitsmodul. 
2. Im Falle a(n) =O (n= 1, 2, . . . ) liegen die durch (29) definierten 
Bernsteinschen Operatoren B, vor und (37) geht in die von Lorentz [23, 
S. 20 bekannte Ungleichung 
(38) IBn(f(t); x)-f(x)1 S 44 1 + xw) 
( 
(6 > 0; n=l, 2, . ..) 
iiber. 
Aus Ungleichung (37) geht hervor dass es fti das asymptotische Ver- 
halten des rechten Gliedes von (37) von wesentlicher Bedeutung ist wie 
as(n)/n sich fur n --f 00 verhalt. Wir untersuchen einige Falle: 
Full 1. limn-,- cG(n)/n=O. Aus (37) mit S=l//h erhalten wir 
Wir mochten einige Unterfalle betrachten. 
1 a. a(n)=0 (n= 1, 2, . . .). Nun geht (39) in die Lorentzsche Formel 
(38) mit 6= ~/VT& iiber. 
1s. N(n) = p (a > 0, konstant ; n = 1, 2, . . .). Das bedeutet dass die 
Knotenpunkte k/n in den Bernsteinschen Operatoren ersetzt werden durch 
k/(n+q). Sie werden also in Richtung des Nullpunktes etwas zusammen- 
gedrtickt, bleiben jedoch aquidistant. Nun gilt 
1 




1+~(1--5)+(-2qx+2q~~+q~x~)~ +o; - 
I 
Diese Formel ist deshalb so interessant weil die Abschatzung bei festem 
x E (0, 1) und q so klein gewlihlt, dass 2/(2 +q) >x, fiir alle geniigend 
grosze n besser ist als die Lorentzsche (38), mit 6 = l/@. 
1 Y* ~(n)Sq (q>O), a(n) nicht konstant. Immerhin gilt noch 
IGW); x)-f(x)1 5 w (+) (1+x(1-x)+ F). 
Fall 2. lim supn, m a(n)/ln=q (q> 0, konstant). Es existiert nun eine 
Funktion $12) 2 0, lim,,, ~(12) = 0 derart dass 
dl(n)$q(l+r(lt))vn (n= 1, 2, . ..). 
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Dann gilt 
Gilt iiberdies -l<q(l-t(n))vn$cv(n) (a=l, 2, . ..) so ist 
Immerhin gilt wenn 
&I lim sup - 5 q 
n+w vn 
IGW; 4 -fWl s fJJ 0 & {1+x(1--)+$(l+t(n))3x3). 
Ein Unterfall ist 
2 a. z(n) z 0 (n=l, 2, . ..). Dann ist 
Fall 3. lim,,, n/G(n)=O; ol(n)#O (n= 1, 2, . ..). Jetzt folgt aus (37) 
dass 
IGW); 4-f(4l s 0 (a) {1+x2+ &y-4). 
Unterfiille sind LB. 
3 a. a(n)=qn" (q>O, konstant; &<o<j; n=l, 2, . ..). Nun gibt (37) 
IGW) ; 4 - &)I s ClJ 
38. a(n)=@/3 (q>O, konstant; n=l, 2, . ..) 
3,,. ol(n)=qd (q>O, konstant; f<a<l) 
Ic,(f(t); +f(4 s QJ (g&G) (1+$+- gz +o&). 
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J’ull 4. m(n) = nA(n), lim,, 8 a(n) = 0, n(n) > 0 (n = 1, 2, . . .) ; J(n) strebt 
so langsam gegen Null, dass fiir jedes 0 mit O<a< 1 gilt 




Nun ist mit S =2(n) 
Hieraus folgt dass such 
ICn(f(t) ; x) -f(x)1 2 w(l(n)){l +x2 - 2x‘+) + d(n)}. 
Wir betrachten ds Spezialfall 
4 a. Wir diirfen z.B. I(n) = l/log n (n B 2) setzen. Es gilt dann fur die 
entspreahenden Operatoren C, : 
C&(t); 5) = i n XV -xy f 0 k-0 k (7822) 
Das rechte Glied strebt nur sehr langsam nach Null und man kann es 
nach Belieben langsamer machen ; man setze z.B. nur J(n) = l/log log n 
n53, usw. 
BEMERKUNQEN 1. Es ist bemerkenswert, dass in den Fallen 2,, 3,, 
38, 3.,,, 4 die GrGsze der Abschiitzungsordnung nicht verbessert werden kann 
wenn man den ganzen Raum C[O, l] ins Auge fasst. Urn diese Behauptung 
zu zeigen betrachten wir die Funktion f(t) = t2. Fur sie ist o(6) =26-P 
(0.~6~ 1) und z.B. in Fall 4. w(6) = 2J(n) -P(n). Wie man leicht nach- 
rechnet ist in diesem Fall 
p&2; x)-x2( = 
2x2A(n)+x2G(n) - :a~(1 -x) 
(1 + W)12 
und man hat 
lim ICn(t2; x)--x2l =52 
9&--*00 4W) . 
2. Die Behauptung iiber die Scharfe der Abschatzung in den in Be- 
merkung 1. genannten Fallen lasst sich in dieser Weise nicht im Fall l., 
wo lim,, o. a(n)/vn = 0, liefern. Das findet seinen Grund darin, dass in der 
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beziiglichen AbschQtzung (39) der Stetigkeitsmodul in 6 = l/n genommen 
werden muss. Es lasst sich jedoch beweisen, dass such im Fall 1. die 
Behauptung, dass die Grosze der Absch&tzungsordnung nicht verbessert 
werden kann, ihre Richtigkeit behiihlt. Ich beabsichtige das in einer 
anderen Arbeit zu zeigen [ 111. 
Wir mochten nun untersuchen was Satz 7 fiir die Operatoren C, be- 
deutet. Es folgt aus Lemma 1, dass fur x E (0, l] 
x4n) cqt-2; x)= - -, C,((t-Xy; x)= 
nz(l-X)+X2a2(n) 





Wenn f(t) E C[O, l] und im Pm&t t =x> 0 eine m-te Ableitung aufweist, 
wo m eine gerade Zahl h 2 darstellt, so bonnen wir aus die obigen Formeln 
fur C&i++; x) (r= 1, 2, . . . ) leicht die Bedingungen (24) und (25) priifen. 
Wir betrachten einige Falle. 
Full I. a(n) =q (92 0, konstant ; n= 1, 2, . ..). Nun ist 
C&-x; x)= - zq, Cn((t-X)2; x = nx(y---bfzq2x2) 
c~((t-x)‘;x)= l/ ( o n n + m) falls r& 3. Das bedeutet dass wir q(n) = n 
nehmen k&men und dann ist 
&l(X)= -qX, 012(5)=2(1-X), f%+(X) E 0 (rB3). 
Die Formeln (26) und (27) sagen jetzt 
BEMERKUNG. Wie grosz m such sein mag, es treten nur die ersten 
zwei Ableitungen auf. 
L. Unterfall q = 0. Es liegen nun wieder die Bernsteinschen Operatoren 
vor und 
Bn(f(t); x)-f(x) = v f”(x) + 0f , 
welohe die wohlbekannte Woronowskajasche Formel ist [lo]. 
PaEZ II. a(n)=qd (q>O, konstant; O<a< 1). Wir haben nun 
cgt-x;x)= - L, Cn((t-Xy; 2) = nx( 1 - 2) + q2x2n2” 
nl-” + q (n+qn”j2 ’ 
C,(@-x)‘; x)= onr-l ;yq;“” (r&- 3). 
249 
Hieraus ist ersichtlich dass wir setzen k&men y(n) = nl-” weil C,( (t - 2)s; 2) 
entweder 01/n oder 01/r+” also jedenfalls ol/nl-’ ist und fiir rZ 3 
&((t-2)‘; 2) entweder 01/n oder Ol/nr+o. 
Also ist LX&C) = -qx, a,.(x) E 0 (~2 2) und es gilt 
c,(f(t) ; 32) -f(x) = - 5 f1(2) + 0 ; . 
BEMERKUNG. Wie grosz m such sein mag, es spielt nur die erste 
Ableitung eine Rolle. 
Fall III. a(n)=&(n), lim,,= I(n)=O, A(n)>0 (n=l, 2, . ..). J(n) 
strebt so langsam gegen Null, dass fti jedes (T mit 0~ CT< 1 gilt 
Wir haben jetzt 
lim a(n) -=CQ. 
n+ce no 
Mn) cgt-2; x)= - -, 
1+L(n) 
C,t(t-,J2; ,+ W--2)+~2~Ba(n), 
n 1+4(n) 
n ( > n 
f&((t-2)‘; 2) =02(n) (r 2 3). 
Offensichtlich kiinnen wir setzen y(n) = l/n(n) und dann ist ori = -2, 
LX,(Z) G 0 (rT 2). Satz 7 gibt nun 
G(f(t); 2) -f(s) = -d(n)/‘(x) +oA(n). 
BEMERKUNGEN 1. Weil L(n) so langsam gegen Null streben darf wie 
man es sich wiinscht, strebt die Differenz Cn(f(t); 5) -f(x) so langsam 
gegen Null wie man will, wenn man nur die Knotenpunkte wahlt wie 
k/(n+nA(n)) (k= 1, . . . . n). 
2. Auch hier tritt nur die erste Ableitung auf. 
II. Ala zweite Anwendung betrachten wir eine Verallgemeinerung der 
Mirakjansohen Operatoren. Wir werden sie mit T,, bezeichnen und defi- 
nieren sie durch 
Tn(f(t) ; CC) = e-Y(n)z: *so ‘T (n=l, 2, . ..). 
Dabei sei 
r(n)>O, x(n)>0 (n=l, 2, . ..). lim,,,, y(n)=oo, lim,,m x(n)=w. 
Im Spezialfall y(n) =x(n) =n (n = 1, 2, . ..) liegen die von MIRAKJAN [3] 
deflnierten und u.a. von SzAsz beniitzten Operatoren S,, vor. 
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Man priift leicht, dass die Bedingungen l.-6. der Schurerschen Opera- 
toren erfiillt sind mit vn(x) = e+fi)z (n= 1, 2, . ..). b > 0 aber son& beliebig, 
fest, z E [0, b], m, = n, &k(x) sind von k und x unabhangig und wenn wir 
wieder schreiben x(n) = y(n) +cx(n), al(n) L 0 (n= 1, 2, . . .) so musz 
sein. Die Operatoren T n sind dann auf jede Funktion f(t) E M[O, 00) 
anwendbar. Piir ihnen gilt ein Lemma 1 Lhnliches 
LEMMA 2. Setzen wir 
&r(x) Ta((t -s)‘; x) = - xr(n) (n=1,2, . . . . T=O, 1, . ..) 
so gilt 
GO(X)= 1, .%1(x)= -m(n), Z,~(x)=xy(n)+x~:20~~(n), 
&3(x) = xy(n) - 3x2y(n)oL(n) -x%x3(n). 
Allgernein gilt fiir jedes r~ 3 
i!&.(x) = oyr-l(n) + ( - l)WcC(n). 
BEWEIS. Man priift diese Behauptungen leicht mittels des Satzes 4 
mW&)=y(n)+ ( 1 OL n , m, = 12, x(n) (1 + j3&)) = y(n) in Analogie zu Lemma 1. 
Aus Lemma 2 folgt, dass die Bedingungen des Satzes 2 erfiiut sind, 
d.h. dass fiir jedes f E M[O, oo) und jedes x E [0, b] wo f(t) stetig ist, gilt 
lim Tn(f(t); x)=f(x). 
f&+Q) 
Aus Bemerkung 1 zum Satz 6 folgt, wenn f(t) E b[O, CQ) und auf [0, 00) 
einen Stetigkeitsmodul besitzt, dass fiir jedes 6 > 0 und n= 1, 2, . . . gilt 
(41) 
Auch in dieser Anwendung II stellt es sich heraus, dass es wiohtig ist, - 
wie das gegenseitige Verhalten fiir n + 00 zweier 
der GrSszen y(n) und as(n). Wie in Anwendung I 
schiedliche Fiille 
lpall 1. limla,m $(n)/y(n) =O. Aus (41) folgt 
(n= 1, 2, . ..) 
Grijszen ist und zwar 
betrachten wir unter- 
dann mit 6= l/vy(n) 
(42) ITdf(t); 4-f(x)/ 5 0 
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Wir machten einige Unterfalle betrachten. 
1 a. or(n) et 0 (n= 1, 2, . ..) (42) geht nun iiber in 
(43) ITdfW; 4-&)I 5 CfJ & (1+x) 
( ) 
(n=l, 2, . ..). 
Im Fall y(n)=92 (n=l, 2, . ..) vereinfacht diese Formel sich zur schon 
durch SIKKEMA [S] bekannten Formel fur die gew&nlichen Mirakjanschen 
Operatoren 
1s. ~~(n)=q (q>O, konstant; n=l, 2, . ..). Jetzt gilt wegen (41) 
ITnW; 4-f(4I 5 OJ & ( N 1+x+(-qz+qw $) +o-&). 
Wir bemerken, dass bei festem z E (0, b] und 0 < q < l/z diese Ungleichung 
fGr alle geniigend grosze Werte von n ein besseres Ergebnis liefert als 
(43) weil dann - qx + q2x2 < 0 ist. 
1 Y. In Fall Ola(n)Iq (q>O, konstant; n=l, 2, . ..) gilt immerhin 
1 
ITnW; 4 -/WI 5 0.l - ( )i Ily(n) 1+x+%). 
lb. a(n) =qf(n) (q>O, konstant; O<o< 4). Nun ist 
ITn(f@); 4-/@)I 20 -L- ( N m l+~+$&+op&). 
FUZZ 2. LX(~) =qj/y(n) (q> 0, konstant ; n= 1, 2, . ..) 
=” v& ( >I 1 - l+x+q%2-2(q~+qW)- 1 - vim +OIlr(n) i* 
Wenn lim sup,, o. oc(n)/fy(n) = q (q > 0, konstant) existiert eine Funktion 
r(n)ZO, lim,,, t(a)=0 derart, dass a(n)$q(l+t(n))p’y(n) (n=l, 2, . ..). 
Dann gilt immerhin 
ITnW); @-f(X)1 5 Co A- ( > l&m 
{l+z+qW(l+z(n))2). 
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FUZZ 3. lim,,, y(n)/$(n) = 0 (01(n) > 0 fur n= 1, 2, . . .). Nun folgt aus 
(41) mit 
8= &Q 4n) =- 
r(n) + 44 x(n) 
ITnW;4-/f(x)l 5 -&) ( l+x2+x-$$} (n=l, 2, . ..). 
Einige Unterf&lle sind 
3 a. a(n) =qy”(n) (q> 0, konstsnt ; 4 <u < 3) 
ITnW); Xl-fc4I 5 w j& ( )( l+!12x2+ p&j +y&j). 
38. m(n) = @/3(n) (q > 0, konstant) 
ITnW); xl---f(x)1 5 fB &j ( )( 1+a2&+ (.-2932e)&j +o& 1. 
3 Y’ a(n) = qy”(n) (q > 0, konstant ; 8 c CT < 1) 
Full 4. oc(n) = y(n)n(n), J(n) > 0, lim,,, n(n) = 0, jedoch strebt A(n) so 
lengsem gegen Null, dass fiir jedes u mit 0 < (T < 1 lim,, o. a(n)/y”(n) = 00. 
Es gilt nun mit 6 -J(n) 
ITn(f(t); x)-f(x)1 S;w(l(n)){l +~2-2x2~(n)+0A(n)}. 
Das rechte Glied kenn man beliebig langsam gegen Null streben lassen, 
wenn man nur I(n) passend wiihlt. 
Schlieszlich mochten wir untersuchen was Satz 7 fiir die Operatoren 
T,, zu sagen hat. 
Es folgt aus Lemma 2 dass fiir n = 1, 2, . . . 
T&--z, 2) = - x&d 
r(n) +&n) ’ 
T&t-x)2; x) = x;;)$$), 
T&-z)‘; z)= 
o+(n) + ( - 1)9YcF(n) 
(r(n) + e4)’ 
(rZ3). 
Wenn f(t) E M[O, 00 und wenn f(t) im Punkt x E (0, b] eine m-te Ab- ) 
leitung besitzt, wo m eine gerade positive Zahl bedeutet, so k&men wir 
im Analogie zur Anwendung I leicht zeigen, dass folgendes gilt. 
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Pal2 I. a(n) =q (~20, konstant). Nun ist 
(44) 
Fiir q = 0, y(n) = n geht (44) iiber in eine von MILLER fiir die gewiihnlichen 
Mirakjanschen Operatoren 8, gefnndene Formel [4] ; im Fall q> 0 riihrt 
(44) von SIKKEMA [7] her. 
Fall 11. a(n) =q+‘(n) (q> 0, konstant; 0 CO< 1). Jetzt gilt 
TnW ; 4 -f(4 = - ggjfW+o&j. 
FaZZ III. a(n)=y(n)L(n) wie im Fall 4. Nun ist 
Tfl(j(t); 2)-j(z)= -d(n)j’(z)+oA(n). 
BEMERKUNO. Wie grosz m such sein mag, es treten h&h&ens nnr die 
ersten zwei Ableitnngen auf. 
Madhemtihe% Inetitut 
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